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Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà òåõíèêà ñòàòèñòè÷åñêîãî ôðàêòàëüíîãî àíàëèçà öèôðîâûõ

èçîáðàæåíèé íà ïðèìåðå ïîðîøêà ãèäðîêñèäà æåëåçà, ïîëó÷åííîãî õèìè÷åñêèì

îñàæäåíèåì ùåëî÷üþ èç ðàñòâîðà ñóëüôàòà æåëåçà è âîññòàíîâëåííîãî â àòìîñôå-

ðå âîäîðîäà ïðè 580îÑ. Ïîðîøîê èçìåëü÷àëè ðàñòèðàíèåì ìåæäó ñòåêëàìè â æèä-

êîñòè è ôîòîãðàôèðîâàëè â ìàñøòàáå 0,3-3,0 ïèêñåëü/ìêì. Öèôðîâûå ôîòîãðàôèè

îáðàáàòûâàëè ïðîãðàììîé ImageJ, ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç èçîáðàæåíèé âûïîëíÿ-

ëè ñ ïîìîùüþ ïëàãèíîâ FracLac. Ðàññ÷èòûâàëè ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ðàñïðå-

äåëåíèÿ ÷àñòèö ïî äèàìåòðàì Ôåðåòà, õàóñäîðôîâó ôðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü, ìóëü-

òèôðàêòàëüíûå ñïåêòðû. Ïóòåì àíàëèçà ìóëüòèôðàêòàëüíûõ ñïåêòðîâ ñòàòèñòè-

÷åñêè äîñòîâåðíî óñòàíîâëåíî, ÷òî ÷àñòèöû ïîðîøêà îáëàäàþò ôðàêòàëüíûì ñâîé-

ñòâîì ñàìîïîäîáèÿ, ÷òî óêàçûâàåò íà ñóùåñòâîâàíèå ãåíåòè÷åñêîé ñâÿçè ìåæäó

àãëîìåðàòàìè ðàçíûõ ðàçìåðîâ è ñòðóêòóðîé åäèíè÷íûõ êðèñòàëëîâ. Ýòà ñâÿçü ïðî-

ÿâëÿåòñÿ êàê â óñëîâèÿõ ñèíòåçà ïîðîøêà, òàê è ïðè ìåõàíè÷åñêîì äèñïåðãèðîâà-

íèè àãëîìåðàòîâ. Ïî íàêëîíó ìóëüòèôðàêòàëüíîãî ñïåêòðà îáîáùåííûõ ôðàêòàëü-

íûõ ðàçìåðíîñòåé D(Q) îöåíåí óðîâåíü ïðîÿâëåíèÿ ñâîéñòâà ñàìîïîäîáèÿ. Ïîêà-

çàíî, ÷òî äðîáíàÿ õàóñäîðôîâà ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü D0=(1,63…1,74)>1 íå ÿâ-

ëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ñóùåñòâîâàíèÿ ôðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ ñàìîïîäîáèÿ. Îòìå-

÷åíî, ÷òî òî÷íîñòü è äîñòîâåðíîñòü çàêëþ÷åíèÿ î íàëè÷èè ñâîéñòâ ñàìîïîäîáèÿ è

èõ óðîâíÿ çàâèñÿò îò òåõíèêè ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé, èõ êîëè-

÷åñòâà è ìåòîäà ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèäðîêñèä æåëåçà, êðèñòàëëèçàöèÿ, ïîðîøîê, ôðàêòàëüíàÿ ðàç-

ìåðíîñòü, ìóëüòèôðàêòàëüíûå ñïåêòðû, ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç.

Ââåäåíèå

Æåëåçî-îêñèäíûå ýëåêòðîäû Fe/Fe(OH)2 â
ùåëî÷íûõ àêêóìóëÿòîðàõ èçâåñòíû ñî âðåìåí
Ýäèñîíà, íî ïîêà íå óäàëîñü óñòðàíèòü ïîñëåä-
ñòâèÿ åãî îñíîâíîãî íåäîñòàòêà – áëèçîñòè ïî-
òåíöèàëîâ æåëåçà è âîäîðîäà â ùåëî÷è è îáóñ-
ëîâëåííîé ýòèì òåðìîäèíàìè÷åñêîé íåñòàáèëü-
íîñòè. Îäíàêî íèçêàÿ ñòîèìîñòü, âûñîêàÿ óñ-
òîé÷èâîñòü ê îòðàâëÿþùèì ïðèìåñÿì, ýêîëî-
ãè÷åñêàÿ áåçîïàñíîñòü è ñïîñîáíîñòü ê ïîëíîé
ðåêóïåðàöèè, âûñîêàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ óäåëüíàÿ
åìêîñòü 0,96 À÷àñ/ã äåëàþò åãî âåñüìà ïðèâëå-
êàòåëüíûì îáúåêòîì äëÿ èçó÷åíèÿ ñ öåëüþ íàé-
òè âîçìîæíîñòè ïîâûñèòü êîýôôèöèåíò èñïîëü-
çîâàíèÿ ýíåðãèè è ôóíêöèîíàëüíûå ñâîéñòâà
ùåëî÷íûõ àêêóìóëÿòîðîâ ñ æåëåçî-îêñèäíûì
àíîäîì.

Äëÿ îöåíêè õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëîâ, èñ-
ïîëüçóåìûõ â êà÷åñòâå êîìïîíåíòîâ àêòèâíûõ

ìàññ, íà ïðîèçâîäñòâå èñïîëüçóþò è ñòàíäàð-
òèçóþò ïðîñòåéøèå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà
÷àñòèö ïîðîøêîâ – ñðåäíèé ðàçìåð è ðàñïðåäå-
ëåíèå ïî ðàçìåðàì, ïîñëåäíåå ÷àùå â ôîðìå
óêàçàíèÿ î ñîäåðæàíèè ïðåèìóùåñòâåííîé
ôðàêöèè. Îäíàêî êîíå÷íûå ôóíêöèîíàëüíûå
ñâîéñòâà àêòèâíûõ ìàññ è ïîðèñòûõ ýëåêòðîäîâ,
â òîì ÷èñëå è â ïåðâóþ î÷åðåäü ýëåêòðîõèìè-
÷åñêèå ñâîéñòâà, çàâèñÿò íå òîëüêî îò äèñïåð-
ñíîñòè è îäíîðîäíîñòè èñõîäíûõ ïîðîøêîâ, íî
è îò ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû è õàðàêòåðà ïîâåð-
õíîñòè ÷àñòèö. Õîòÿ ýòîò ôàêò õîðîøî èçâåñòåí
â òåõíîëîãèÿõ ðàçëè÷íûõ ïðîìûøëåííûõ èñòî÷-
íèêîâ òîêà, îí ó÷èòûâàåòñÿ ïðè âûáîðå ìàòå-
ðèàëîâ íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå, ýìïèðè÷åñêè,
áîëüøåé ÷àñòüþ ïî õàðàêòåðèñòèêàì êîíå÷íîé
ïðîäóêöèè.

Â ïîñëåäíèå ãîäû â ìàòåìàòèêå ïîÿâèëñÿ
ìåòîä ôðàêòàëüíîãî àíàëèçà, ïîçâîëÿþùèé ðàñ-
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ñìàòðèâàòü ãåîìåòðè÷åñêèå îñîáåííîñòè ñòðóê-
òóðíî ñëîæíûõ îáúåêòîâ íà êîëè÷åñòâåííîì
óðîâíå è ïîëó÷àòü íîâóþ èíòåðåñíóþ èíôîðìà-
öèþ î ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ îáúåêòîâ ñëîæ-
íîé ôîðìû. Êðîìå òîãî, ÷òî ýòî äëÿ òåõíîëîãèè
âàæíî ñàìî ïî ñåáå êàê äîïîëíèòåëüíûé êîëè-
÷åñòâåííûé ïîêàçàòåëü èñõîäíûõ ìàòåðèàëîâ,
êîëè÷åñòâåííàÿ èíôîðìàöèÿ î ãåîìåòðèè ÷àñ-
òèö â ñâîþ î÷åðåäü ìîæåò äàòü äîïîëíèòåëüíûå
äàííûå î ìåõàíèçìàõ îáðàçîâàíèÿ àíàëèçèðó-
åìûõ ñòðóêòóð äëÿ îïòèìèçàöèè ïðîöåññîâ ñèí-
òåçà. Ïîëó÷àåìûå ïóòåì ôðàêòàëüíîãî àíàëèçà
ðåçóëüòàòû äîïîëíÿþò è óãëóáëÿþò äàííûå äðó-
ãèõ ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ
ñòðóêòóðû äèñïåðñíûõ ñèñòåì.

Îáúåêòàìè ôðàêòàëüíîãî àíàëèçà îáû÷íî
ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèå èçîáðàæåíèÿ – ôîòîãðàôèè
øëèôîâ, ýëåêòðîííî-ìèêðîñêîïè÷åñêèå ñíèì-
êè ïîâåðõíîñòè ìàòåðèàëîâ, ôîòîãðàôèè ýìóëü-
ñèé è ñóñïåíçèé, ïîðîøêîâ, ò.å. ãåîìåòðè÷åñêèå
ôèãóðû ñëîæíîé õàîòè÷íîé ôîðìû, êîòîðûå
íåâîçìîæíî îïèñàòü íà îáû÷íîì ãåîìåòðè÷å-
ñêîì ÿçûêå.

Ôðàêòàë – ýòî îòíîñèòåëüíî íîâîå ãåîìåò-
ðè÷åñêîå ïîíÿòèå: ôèãóðà, êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ
èëè ÷àñòè÷íî ñîõðàíÿåò îäèíàêîâóþ ôîðìó ïðè
èçìåíåíèè ìàñøòàáà [1,2]. Ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ñèíóñîèäàëüíóþ ëèíèþ, êîòîðàÿ ïðè ðàññìîò-
ðåíèè ïîä ìèêðîñêîïîì òîæå èìååò âèä ñèíó-
ñîèäû. Ýòà êëþ÷åâàÿ èäåÿ ñàìîïîäîáèÿ âî ôðàê-
òàëüíîé ãåîìåòðèè îáîçíà÷àåò, ÷òî ãåîìåòðè÷å-
ñêàÿ ñòðóêòóðà â ìàëîì ìàñøòàáå âûãëÿäèò òàê
æå, êàê è â áîëüøîì. Ïîíÿòèå ôðàêòàëà â íàó-
÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ ïðèìåíÿþò â îñíîâíîì ê
ãåîìåòðè÷åñêèì ôèãóðàì íåðåãóëÿðíîé è õà-
îòè÷íîé ôîðìû – èçëîìàííûì (íå èìåþùèì
íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ) ëèíèÿì, ïîâåðõíî-
ñòÿì èëè îáúåìàì [3]. Êëàññè÷åñêèå îáúåêòû
ýâêëèäîâîé ãåîìåòðèè òîæå î÷åâèäíî ñàìîïî-
äîáíû (íàïðèìåð, ãëàäêàÿ ëèíèÿ ëþáîé ôîðìû
ïðè áåñêîíå÷íîì óìåíüøåíèè ìàñøòàáà ñòðå-
ìèòñÿ ê êîíå÷íîìó ó÷àñòêó ïðÿìîé). Ìàñøòàá-
íûå ñâîéñòâà îáúåêòîâ êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè
õàðàêòåðèçóþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé öåëî÷èñëåí-
íîé õàóñäîðôîâîé ìåðîé, s=1,2 èëè 3, êîòîðóþ
íàçûâàþò òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ îáúåê-
òà. Ýòî ÷èñëî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè
ìàñøòàáà îáúåêòà â  ðàç (ïðè ðàñòÿæåíèè) ðàç-
ìåð îáúåêòà (äëèíà ëèíèè, ïëîùàäü äâóìåðíîé
ôèãóðû èëè îáúåì òðåõìåðíîãî îáúåêòà) óâåëè-
÷èâàåòñÿ â S ðàç. Îáúåêòû æå ôðàêòàëüíîé ãå-
îìåòðèè îòëè÷àþòñÿ îò ýâêëèäîâûõ òåì, ÷òî èõ
ðàçìåðíîñòü äðîáíàÿ è ïðåâûøàåò òîïîëîãè÷åñ-
êóþ ðàçìåðíîñòü. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî
ïðåäñòàâèòü âàðèàíò êðèâîé Ïåàíî – èçëîìàí-

íóþ Ï-îáðàçíóþ ëèíèþ (s=1), êîòîðàÿ ïðè ñæà-
òèè ìîæåò çàïîëíèòü âñþ ïëîùàäü è äëÿ êîòî-
ðîé ïðè ýòîì s2. Ôðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü
D>1 èçëîìàííîé ëèíèè (s=1) îïðåäåëÿþò êàê
ïîêàçàòåëü ñòåïåíè â âûðàæåíèè, îïðåäåëÿþùåì
åå äëèíó L, èçìåðåííóþ æåñòêîé ìàñøòàáíîé
ëèíåéêîé äëèíîé l:

Ll(R/ l)D.  (1)

ãäå R – ðàññòîÿíèå ïî ïðÿìîé ìåæäó êðàÿìè
ëèíèè. Èç (1) ôîðìàëüíî ñëåäóåò, ÷òî ïðè óìåíü-
øåíèè ìàñøòàáà l0 çíà÷åíèå L.

Ôðàêòàëüíûå îáúåêòû ðåãóëÿðíîé ñòðóêòó-
ðû (ðåãóëÿðíûå ôðàêòàëû, ìîíîôðàêòàëû) ÿâ-
ëÿþòñÿ ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèìè êîíñòðóêöèÿìè,
ñïåöèàëüíî ñîçäàâàåìûå ìàòåìàòèêàìè, è äëÿ
êîòîðûõ ôðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü ëåãêî âû÷èñ-
ëèòü òåîðåòè÷åñêè. Îáû÷íî òàêèå êîíñòðóêöèè
íîñÿò èìåíà ñâîèõ ñîçäàòåëåé – êðèâûå Êîõà,
Ïåàíî, ñàëôåòêè Ñåðïèíñêîãî, ãóáêà Ìåíãåðà
è ò.ä.

Ðàçíîîáðàçíûå ïðèðîäíûå îáúåêòû, â òîì
÷èñëå è ïîðîøêè, òîæå ìîãóò îáëàäàòü ôðàê-
òàëüíûìè ñâîéñòâàìè ñàìîïîäîáèÿ. Îäíàêî îá-
íàðóæåíèå ýòèõ ñâîéñòâ îêàçûâàåòñÿ íåîäíîç-
íà÷íîé è íàìíîãî áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé. Çà-
ìåòèì, ÷òî èçìåðåíèå õàóñäîðôîâîé ôðàêòàëü-
íîé ðàçìåðíîñòè ëåãêî âûïîëíèòü ïî ïðîñòåé-
øèì àëãîðèòìàì òèïà (1). Òàêèå ðåçóëüòàòû ÷à-
ñòî ïóáëèêóþòñÿ â ïå÷àòè – îáû÷íî òàì ñâÿçû-
âàþò çíà÷åíèÿ D ñ ôóíêöèîíàëüíûìè ñâîéñòâà-
ìè îáúåêòîâ [4–6]. Ýòà ñâÿçü î÷åâèäíà è ïîëåç-
íà äëÿ îöåíêè ìàòåðèàëîâ, ïîñêîëüêó çíà÷åíèå
D õàðàêòåðèçóåò, âåëè÷èíó óäåëüíîé ïîâåðõíî-
ñòè è åå ãåîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó. Îäíàêî, äàæå
åñëè ïî ðåçóëüòàòó èçìåðåíèÿ D>s, ýòî âîâñå íå
ÿâëÿåòñÿ ñâèäåòåëüñòâîì íàëè÷èÿ ôðàêòàëüíûõ
ñâîéñòâ ñàìîïîäîáèÿ, îíî âñåãî ëèøü õàðàêòå-
ðèçóåò ãåîìåòðè÷åñêóþ íåîäíîðîäíîñòü è íåêóþ
óñðåäíåííóþ õàðàêòåðèñòèêó õàîòè÷íîé èçðåçàí-
íîñòè ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû îáúåêòà.

Äëÿ îïèñàíèÿ íåðåãóëÿðíûõ è íåîäíîðîä-
íûõ ñòðóêòóð èñïîëüçóþò äðóãîå ïîíÿòèå – ìóëü-
òèôðàêòàëû. Ìóëüòèôðàêòàëüíûå îáúåêòû õàðàê-
òåðèçóþòñÿ ñèñòåìîé ñïåöèàëüíûõ ñòàòèñòè÷åñ-
êèõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ äàæå íå âñåãäà ìîæ-
íî ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòíûé ôèçè÷åñêèé
ñìûñë, íî êîòîðûå îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóþò
òèï ñòðóêòóðû è îñòàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåèçìåí-
íûìè ïðè àíàëèçå ïðîèçâîëüíîãî ôðàãìåíòà
èçîáðàæåíèÿ.

Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç â èíòåðåñóþùåé íàñ
îáëàñòè îäíîìåðíûõ îáúåêòîâ (êîíòóðû, ëèíèè)
îáû÷íî ïðîèçâîäèòñÿ êîìïüþòåðíûìè ïðîãðàì-
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ìàìè íàä äâîè÷íûìè áèíàðíûìè èçîáðàæåíè-
ÿìè. Èçîáðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåð-
íóþ îáëàñòü, èìåþùóþ îïðåäåëåííûé ðàçìåð
G â ïèêñåëÿõ – åäèíè÷íûõ ýëåìåíòàõ èçîáðà-
æåíèÿ, òî÷êàõ. Ïèêñåëè â áèíàðíîì 8-áèòíîì
èçîáðàæåíèè èìåþò äâà öâåòà – ÷åðíûé (ó÷è-
òûâàåìûå) è áåëûå (ôîí).

Óïðîùåííî ñõåìà ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëè-
çà äëÿ îäíîìåðíûõ (s=1) ñèñòåì ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà òàê. Îáëàñòü G ðàçáèâàåòñÿ ñåò-
êîé íà êâàäðàòíûå ÿ÷åéêè, êàæäàÿ ñî ñòîðîíîé
<<L, è ïëîùàäüþ 2, ãäå L – ëèíåéíûé ðàçìåð
îáëàñòè G. Äàëåå â ðàñ÷åòàõ ó÷èòûâàþòñÿ òîëü-
êî òå ÿ÷åéêè, â êîòîðûõ íàõîäèòñÿ õîòÿ áû îäèí
ðàáî÷èé ïèêñåëü. Çàíÿòûå ÿ÷åéêè íóìåðóþòñÿ
â ïðåäåëàõ i=1,2…N(), ãäå N() – èõ îáùåå ÷èñ-
ëî, çàâèñÿùåå îò ðàçìåðà ÿ÷åéêè. Îñíîâîé ïîñ-
ëåäóþùèõ ðàñ÷åòîâ [2] ñëóæèò âåëè÷èíà âåðî-
ÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè (ðà-
áî÷åãî ïèêñåëÿ) â ÿ÷åéêå ñ íîìåðîì i (èíà÷å –
îòíîñèòåëüíàÿ çàñåëåííîñòü ÿ÷åéêè i):

i
i N

n ( )
p ( ) lim

N



  ,  (2)

ãäå ni() – êîëè÷åñòâî òî÷åê â ÿ÷åéêå i.
Âñå çíà÷åíèÿ ði() ñâÿçàíû î÷åâèäíûì ñî-

îòíîøåíèåì (âñå «÷åðíûå» ïèêñåëè îêàæóòñÿ â
ÿ÷åéêàõ):

N( )

i

i 1

p ( ) 1




  .  (3)

Äàëüøå â ìóëüòèôðàêòàëüíîì àíàëèçå ââî-
äèòñÿ ïîíÿòèå îáîáùåííîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñóì-
ìû Z(Q,):

N( )
Q

i

i 1

Z(Q, ) p ( )




   ,  (4)

êóäà âåðîÿòíîñòè ði() âõîäÿò ñ ïîêàçàòåëåì ñòå-
ïåíè Q, êîòîðûé ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ â
èíòåðâàëå îò – äî +.

Ïîâåäåíèå ôóíêöèè (4) ïðè èçìåíåíèè
ìàñøòàáà èçîáðàæåíèÿ (0, N) õàðàêòåðè-
çóåòñÿ íå ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ, êàê ó ðå-
ãóëÿðíûõ ìîíîôðàêòàëîâ, à â ïðåäåëå áåñêîíå-
÷íûì ñïåêòðîì îáîáùåííûõ ôðàêòàëüíûõ ðàç-
ìåðíîñòåé DQ:

Q

(Q)
D

Q 1




 ,

0 Q

ln Z(Q, )
(Q) lim (Q 1) D

ln



    


.  (5)

Ñïåêòðû ïîëó÷àþò, ïîäñ÷èòûâàÿ êîëè÷å-
ñòâî «÷åðíûõ» ïèêñåëåé â ñåðèÿõ ñåòî÷íûõ ïî-
êðûòèé èçîáðàæåíèÿ. Â ñåðèÿõ èçìåíÿåòñÿ ðàç-
ìåð ÿ÷åéêè e è ïîñëå ïîäñ÷åòîâ àíàëèçèðóþò
ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïîëó÷åííûõ ðÿäîâ
÷èñåë (ñðåäíèå çíà÷åíèÿ, ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå
îòêëîíåíèÿ, êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè è ò.ä.).
Êðîìå ñïåêòðîâ DQ(Q,) è t(Q,), ñðåäè ñòàòèñ-
òè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê èçîáðàæåíèÿ ôèãóðè-
ðóþò äðóãèå âàæíûå ôóíêöèè (ñïåêòðû), ïî
ôîðìå êîòîðûõ ìîæíî îöåíèâàòü êà÷åñòâî è
ìàòåìàòè÷åñêóþ êîððåêòíîñòü îáðàáîòêè, îïðå-
äåëÿþùèå íàäåæíîñòü ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê
[7]. Óêàæåì íåêîòîðûå íàèáîëåå ïîëåçíûå èç
ýòèõ ôóíêöèé, èñïîëüçîâàííûå äàëåå äëÿ îöå-
íîê ôðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ îáúåêòà:

Q

i(Q, ) p ( ) / Z(Q, )     ;  (6)

N( )

i

i 1

( ,Q) (Q, ) ln p ( ) ln




 
        

 
 ;  (7)

N

i 1

f (Q) ( (Q, ) ln (Q, ) ln


 
       
 
 ;

f ( ) Q (Q) (Q)     .  (8)

Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ÷àñòü

Ïîðîøêè ãèäðîêñèäà æåëåçà ãîòîâèëè ïó-
òåì îñàæäåíèÿ ùåëî÷üþ èç ðàñòâîðîâ ñóëüôàòà
æåëåçà ïî ðàçëè÷íûì òåõíîëîãèÿì. Âûñóøåí-
íûå ïðè 1200Ñ â òå÷åíèå 1 ÷ ïîðîøêè ãèäðîêñè-
äà æåëåçà âîññòàíàâëèâàëè â àòìîñôåðå ÷èñòîãî
ñóõîãî âîäîðîäà, ïîëó÷åííîãî ýëåêòðîëèçîì, ïðè
òåìïåðàòóðàõ äî 6500Ñ, â òå÷åíèå 0,5–1,5 ÷. Îá-
ðàçöû äëÿ ôîòîãðàôèðîâàíèÿ ãîòîâèëè ïóòåì
òùàòåëüíîãî ðàñòèðàíèÿ íåáîëüøîé ïîðöèè
ïîðîøêà ìåæäó äâóìÿ ïîëèðîâàííûìè ñòåêëÿí-
íûìè ïëàñòèíêàìè â êàïëå æèäêîãî ìàñëà, äî
ïîëó÷åíèÿ âèçóàëüíî îäíîðîäíîãî ïðîçðà÷íîãî
ñëîÿ. Êîëè÷åñòâî ïîðîøêà äîëæíî áûòü íàñòîëü-
êî ìàëûì, ÷òîáû ïðè ðàñòèðàíèè ðàçðóøèòü
êðóïíûå àãëîìåðàòû è ïðåäóïðåäèòü îáðàòíûé
ïðîöåññ. Ýòîìó ñïîñîáñòâóåò íåïîëÿðíàÿ æèä-
êàÿ ñðåäà, õîðîøî ñìà÷èâàþùàÿ ÷àñòèöû, è çà-
ìåòíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè ïðè ìàëûõ
êîíöåíòðàöèÿõ. Óñòîé÷èâîñòü ÷àñòèö ïðè ìåõà-



25

Multifractal analysis of iron hydroxides powders

ISSN 0321-4095, Voprosy khimii i khimicheskoi tekhnologii, 2018, No. 1, pp. 22-30

íè÷åñêîì âîçäåéñòâèè îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ
ñîèçìåðèìîñòè ìîëåêóëÿðíûõ ñèë ñöåïëåíèÿ
ìåæäó çàôèêñèðîâàííûìè â ñòðóêòóðíîé ñåòêå
àãëîìåðàòà ÷àñòèöàìè è âíåøíèì ìåõàíè÷åñêèì
âîçäåéñòâèåì. Äëÿ êâàðöà ïðåäåëüíûé ðàçìåð
ïåðåõîäà îò ãðóáîäèñïåðñíûõ ê ìèêðîãåòåðîãåí-
íûì ñèñòåìàì ïðè ìåõàíè÷åñêèõ âîçäåéñòâèÿõ
îöåíèâàåòñÿ â [8] âåëè÷èíîé 1-10 ìêì, è ìîæíî
îæèäàòü òàêîé æå óðîâåíü äëÿ íåáîëüøîãî êî-
ëè÷åñòâà àãëîìåðàòîâ îêñèäà æåëåçà, äèñïåðãè-
ðóåìûõ ïðè èñòèðàíèè.

Ôîòîãðàôèðîâàëè îáúåêò ñ ïîìîùüþ îï-
òè÷åñêîãî ìèêðîñêîïà ÌÁÈ-11 (ìàñøòàá èçîá-
ðàæåíèé 0,3–3,0 ïèêñåëü/ìêì).

Â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè ðàññìîòðåí òîëü-
êî îäèí îáðàçåö – ïîðîøîê ñ äîáàâêîé (â ïðî-
öåññå îñàæäåíèÿ) 3 ìàñ.% óãëåðîäíûõ íàíîòðó-
áîê. Âûñóøåííûé ïîðîøîê âîññòàíîâëåí â âî-
äîðîäå ïðè 5800Ñ â òå÷åíèå 1,5 ÷.

Èçëîæåííûé ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ îòíîñè-
òåëüíî ïîäðîáíûì îïèñàíèåì òîëüêî ìåòîäèêè
îïðåäåëåíèÿ ôðàêòàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ïîðîø-
êà. Ýòà ìåòîäèêà èñïîëüçîâàíà äëÿ àíàëèçà ñâÿ-
çè ìåæäó ôðàêòàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïî-
ðîøêîâûõ àêòèâíûõ ìàòåðèàëîâ èñòî÷íèêîâ òîêà
ñ îäíîé ñòîðîíû, è ôóíêöèîíàëüíûìè ñâîéñòâà-
ìè ýëåêòðîäîâ íà èõ îñíîâå ñ äðóãîé, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ðåçóëüòàòû áóäóò îïóáëèêîâàíû â ïîñ-
ëåäóþùèõ ñîîáùåíèÿõ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ îáðàáîòêà èçîáðàæåíèé

Ïðîñòåéøàÿ ïðîãðàììà íà MathCad, ñ÷è-
òûâàþùàÿ íåêîòîðûé 8-áèòíûé ôàéë zzz.jpg
ðàçìåðîì 213320 ïèêñåëåé, âû÷èñëÿåò îáùóþ
äëèíó êîíòóðîâ âñåõ ÷àñòèö Sn â ïèêñåëÿõ, ïó-
òåì ïîäñ÷åòà ïåðåñå÷åíèé ãîðèçîíòàëüíûõ ëè-
íèé ñêàíèðîâàíèÿ (çäåñü èõ 213) ñ êîíòóðàìè
÷àñòèö:

ORIGIN:=1  M:=READBMP(D:\zzz.jpg)
rows(M)=213  cols(M)=320
ii:=1..rows(M)  jj:=1..cols(M)  Mii,jj:=if(Mii,jj=0,0,1)
k:=2..rows(M)–2  n:=2..cols(M)–2
P:=submatrix(M,2,rows(M)–1,2,cols(M)–1)
Nk,n:=Mk,n–1+ Mk,n+1+ Mk–1,n+ Mk+1,n

N1:=submatrix(N,2,rows(N),2,cols(N))
i:=1..rows(N1)  j:=1..cols(N1)
N2i,j:=if(N1i,j<4Pi,j=0,N1i,j,0)
vj:=N2j  v=5386

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì (1) ïîíÿ-
òèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè áèíàðíîå èçîá-
ðàæåíèå îáðàáàòûâàåòñÿ ýòîé ïðîãðàììîé äâàæ-
äû – èñõîäíîå è óìåíüøåííîå â k ðàç ñ ïîìî-
ùüþ ïðîñòûõ ãðàôè÷åñêèõ ðåäàêòîðîâ â Microsoft

Office – Picture Manager è Paint. Äàëåå îïðåäå-
ëÿþòñÿ äâå äëèíû êîíòóðà v, è âû÷èñëÿåòñÿ
õàóñäîðôîâà ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü:

 1 2D ln v v ln k   .  (9)

Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó, ýòîò äåòåðìèíèðî-
âàííûé (íåñòàòèñòè÷åñêèé) àëãîðèòì ìîæåò äà-
âàòü âïîëíå ïðàâäîïîäîáíûé ðåçóëüòàò ïðè îï-
ðåäåëåííîé îáðàáîòêå èçîáðàæåíèÿ íå î÷åíü
ñëîæíîé ôîðìû. Äëÿ êðèâîé Êîõà îí äàåò çíà-
÷åíèå D, áëèçêîå ê òåîðåòè÷åñêîìó (1,27). Îä-
íàêî ïðîñòûå ãðàôè÷åñêèå ðåäàêòîðû  ìàëîïðè-
ãîäíû äëÿ êà÷åñòâåííîé îáðàáîòêè ðåàëüíûõ
ôîòîãðàôèé, è òî÷íîñòü îöåíîê íåâåëèêà. Êðî-
ìå òîãî, òàê ìîæíî îöåíèòü òîëüêî ôðàêòàëü-
íóþ ðàçìåðíîñòü, íî íåëüçÿ îïðåäåëèòü äðóãèå
âàæíûå ôðàêòàëüíûå ñâîéñòâà.

Ñóùåñòâóþò áîëåå òîíêèå ñïåöèàëüíûå àë-
ãîðèòìû ïðåäâàðèòåëüíîé ïîäãîòîâêè èçîáðà-
æåíèé ðåàëüíûõ îáúåêòîâ, êîòîðûå îáåñïå÷è-
âàþò èõ óïðàâëÿåìóþ êîððåêöèþ – áèíàðèçà-
öèþ (ïðåîáðàçîâàíèå â 8-áèòíóþ ÷åðíî-áåëóþ
ôîðìó), ñåãìåíòàöèþ (ðàçäåëåíèå ñâÿçàííûõ
÷àñòèö), êîíâåðòèðîâàíèå öâåòà, óäàëåíèå ôî-
íîâûõ ïîìåõ, âûäåëåíèå ôðàêöèé è äð. Îíè
ïîçâîëÿþò óíèôèöèðîâàòü ïîäãîòîâèòåëüíûå
îïåðàöèè, ÷òî ïîâûøàåò òî÷íîñòü è âîñïðîèç-
âîäèìîñòü ðåçóëüòàòîâ ñòàòèñòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ.
Ìû èñïîëüçîâàëè ïðîãðàììó ImageJ, èìåþùó-
þñÿ â îòêðûòîì äîñòóïå, è ñâÿçàííûå ñ íåé ïëà-
ãèíû FracLac è Fiji, âûïîëíÿþùèå ñòàòèñòè÷å-
ñêèå ðàñ÷åòû ìóëüòèôðàêòàëüíûõ ñïåêòðîâ (5)–
(8).

Ðåçóëüòàòû è îáñóæäåíèå

Îäèí èç âàðèàíòîâ èçîáðàæåíèÿ ïîðîøêà
ñ îïòè÷åñêèì óâåëè÷åíèåì 40 â ìàñøòàáå
3 ïèêñåëü/ìêì è øèðèíîé ïîëÿ 214 ìêì ïîêà-
çàí íà ðèñ. 1.

Ãàáàðèòíûå ðàçìåðû ÷àñòèö ïðîèçâîëüíîé
ôîðìû óäîáíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç äèàìåòð Ôå-
ðåòà dÔ (íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ
òî÷êàìè íà êîíòóðå ÷àñòèöû). Ðåçóëüòàòû ñòà-
òèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ÷àñòèö ïîçâîëÿþò âû÷èñ-
ëèòü ôóíêöèþ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî
äèàìåòðàì Ôåðåòà, ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 2. Ñðåä-
íåå çíà÷åíèå äëÿ ÷àñòèö, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 1,
ðàâíî dÔ=10,18 ïèêñåëåé (3,40 ìêì). Ïðèìåðíî
òàêèå æå çíà÷åíèÿ ïîëó÷àþòñÿ è ïî äðóãèì òè-
ïàì ïîðîøêîâ ãèäðîêñèäà æåëåçà, êîòîðûå çäåñü
íå îáñóæäàþòñÿ, îíè íàõîäÿòñÿ â èíòåðâàëå 1–
10 ìêì, óêàçàííîì â [8] êàê ïðåäåë ìåõàíè÷å-
ñêîãî äèñïåðãèðîâàíèÿ, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î
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äîñòàòî÷íîñòè èñïîëüçîâàííîãî ìåõàíèçìà äèñ-
ïåðãèðîâàíèÿ.

Ðèñ. 2. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ íîðìàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî äèàìåòðó Ôåðåòà dÔ ïðè

ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì îòêëîíåíèè =2

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ÷àñòèöû â ñèñòåìå ïðîä-
ñòàâëÿþò ñîáîé àãëîìåðàòû èç åäèíè÷íûõ êðè-
ñòàëëîâ. Èçâåñòíî, ÷òî äàæå ñâåæåîñàæäåííûå
ãèäðîêñèäû îáëàäàþò íåêîòîðûì óðîâíåì êðè-
ñòàëëè÷íîñòè [9], à âûñóøåííûå è òåì áîëåå
âîññòàíîâëåííûå ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ
ïîðîøêè èìåþò ÷åòêî âûðàæåííóþ êðèñòàëëè-
÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Ñòðîåíèå àãëîìåðàòîâ âñåõ
ðàçìåðîâ äîëæíî îòðàæàòü ãåíåòè÷åñêóþ ñâÿçü
ñî ñòðîåíèåì åäèíè÷íûõ êðèñòàëëîâ, è ýòà ñâÿçü
ìîæåò ïðîÿâëÿòüñÿ â ñóùåñòâîâàíèè ôðàêòàëü-
íûõ ñâîéñòâ ñàìîïîäîáèÿ.

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû îïòèìèçèðîâàííûå
ôðàêòàëüíûå ñïåêòðû D(Q), ïîëó÷åííûå ñòàòè-
ñòè÷åñêîé îáðàáîòêîé èçîáðàæåíèÿ íà ðèñ. 1.
Èç òåîðèè ìóëüòèôðàêòàëîâ ñëåäóåò, ÷òî âåëè-
÷èíà D(Q=0)=D0 – ýòî îáû÷íàÿ õàóñäîðôîâà ôðàê-
òàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü, êîòîðóþ ìîæíî îïðåäåëèòü
è áîëåå ïðîñòûìè ñïîñîáàìè. Îïðåäåëåííûé
ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìåþò òàêæå çíà÷åíèÿ D åùå
â äâóõ òî÷êàõ, Q=1 è Q=2. Çíà÷åíèå D(Q=1) îïðå-
äåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

N( )

i ii 1
(Q 1) 0

p ln p
D lim

ln




 




.  (10)

Ðèñ. 3. Îïòèìèçèðîâàííûå ìóëüòèôðàêòàëüíûå ñïåêòðû

D(Q), (Q) è f((Q)) äëÿ ïîðîøêà âîññòàíîâëåííîãî

ãèäðîêñèäà æåëåçà

Â ýòîì âûðàæåíèè ÷èñëèòåëü ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ýíòðîïèþ ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê,
ò.å. êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, êîòîðàÿ íåîáõî-
äèìà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè. Ïîýòîìó çíà÷åíèå D(Q=1) íàçûâàþò èí-
ôîðìàöèîííîé ðàçìåðíîñòüþ.

Ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (3) âåëè÷èíà pi – âå-
ðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ òî÷êè â ÿ÷åéêó i, ñëåäîâà-
òåëüíî, pi

2 – âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ äâóõ ïðî-
èçâîëüíî âûáðàííûõ òî÷åê â îäíó ÿ÷åéêó. Â òå-
îðèè ìóëüòèôðàêòàëîâ äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóììà

2
N D2

i1
p    ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðíûé êîððåëÿ-

öèîííûé èíòåãðàë, ïîýòîìó çíà÷åíèå D(Q=2) íà-
çûâàþò êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòüþ.

Ðèñ. 1. Èñõîäíîå è îáðàáîòàííîå â ïðîãðàììå ImageJ èçîáðàæåíèÿ ïîðîøêà
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Â òåîðèè ìóëüòèôðàêòàëîâ ñóùåñòâóåò ïî-
ëîæåíèå, ñîãëàñíî êîòîðîìó äëÿ ìóëüòèôðàê-
òàëüíûõ ìíîæåñòâ äîëæíî ñîáëþäàòüñÿ óñëîâèå:

Q 0 Q 1 Q 2D D D    .  (11)

Ïîýòîìó ñðàâíåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè
D(Q) â óêàçàííûõ òðåõ òî÷êàõ ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èç âàæíûõ êðèòåðèåâ îöåíêè êîððåêòíîñòè ìî-
äåëè ñòðóêòóðû è íàëè÷èÿ ôðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ.
Èç ñïåêòðà íà ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî â íàøåì ïðèìå-
ðå óñëîâèå (11) óäîâëåòâîðÿåòñÿ. Çíàê ðàâåíñòâà
â (11) ñîîòâåòñòâóåò ðåãóëÿðíûì ôðàêòàëàì èëè
íåôðàêòàëàì. Èõ ñïåêòðû D(Q) áûëè áû áëèç-
êè ê ãîðèçîíòàëüíûìè ëèíèÿìè è ñ ìàëûì íà-
êëîíîì dD(Q) / dQ .

Ôîðìû ñïåêòðîâ ðåàëüíûõ ñòðóêòóð, â ÷àñ-
òíîñòè, íàêëîí dD(Q) / dQ  â îáëàñòè âîêðóã
D(Q=0), óêàçûâàþò íà îòíîñèòåëüíûé êîëè÷å-
ñòâåííûé óðîâåíü ôðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ. Â äàí-
íîì ïðèìåðå ñðåäíèé íàêëîí ëèíèè D(Q) íà
ëèíåéíîì ó÷àñòêå â èíòåðâàëå –1<Q<1 ðàâåí
(1,75–1,52)/2=0,115, çíà÷åíèå D(Q=0)=1,63.

Ïîêàçàííûé íà òîì æå ðèñóíêå 3 ñïåêòð
f((Q)) èìååò òèïè÷íóþ äëÿ ìóëüòèôðàêòàëîâ
ôîðìó äèôôåðåíöèàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Íà ãðàôèêå ñïåêòðà âûäå-
ëåí ó÷àñòîê –1<Q<+1, èãðàþùèé îïðåäåëåííóþ
ðîëü ïðè óñòàíîâëåíèè òèïà ñòðóêòóðû. Çíà÷å-
íèå ôóíêöèè f((Q)) â òî÷êå Q=0 äîëæíî áûòü
áëèçêî ê õàóñäîðôîâîé ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíî-
ñòè.

Äðóãèì âàæíûì êðèòåðèåì ÿâëÿåòñÿ ïîêà-
çàííûé íà ðèñ. 4 ñïåêòð  (Q). Äëÿ ðåãóëÿðíûõ
ôðàêòàëîâ èëè íåôðàêòàëîâ ýòîò ñïåêòð èìååò
âèä ïðÿìîé ëèíèè. Íàëè÷èå íåëèíåéíîñòè (èëè
èçëîìà) òîæå óêàçûâàåò íà ñóùåñòâîâàíèå ìóëü-
òèôðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ ñòðóêòóðû. Íàêëîí ôóí-
êöèè (Q) â îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé
Q<0, â äàííîì ïðèìåðå ðàâåí 1,7402, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóåò âåëè÷èíå õàóñäîðôîâîé ôðàêòàëüíîé
ðàçìåðíîñòè, îïðåäåëÿåìîé ïî äðóãèì ñïåêòðàì.

Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ ìóëüòèôðàê-
òàëüíûõ ñïåêòðîâ ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 5
ôóíêöèÿ f(). Âèä ýòîé ôóíêöèè, ïîëó÷åííîé
ïóòåì ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè èçîáðàæåíèÿ,
ñëóæèò êðèòåðèåì êà÷åñòâà îïòèìàëüíîé âûáîð-
êè (îïòèìèçèðîâàííûé ñïåêòð), ïî äàííûì êî-
òîðîé è äåëàåòñÿ âûâîä î òèïå ñòðóêòóðû. Ïðî-
ãðàììà ïî çàäàííîìó âàðèàíòó àëãîðèòìà (êî-
ëè÷åñòâî âûáîðîê, èõ ôîðìà, ñëó÷àéíûå èëè
çàäàííûå ðàçìåðû, îðèåíòàöèÿ èëè óãîë ïîâî-
ðîòà è ò.ä.) îáðàáàòûâàåò ñåðèè ôðàãìåíòîâ èçîá-
ðàæåíèÿ è îòáèðàåò îïòèìàëüíûé âàðèàíò, â

êîòîðîì ãðàôèêè ëåâîé (îáëàñòü Q0) è ïðàâîé
(Q0) ÷àñòè ôóíêöèè f() ïëàâíî è áåç äåôîð-
ìàöèé ñòûêóþòñÿ â òî÷êå ìàêñèìóìà Q=0. Ïðè
íåêîððåêòíûõ èëè íåóäà÷íûõ âàðèàíòàõ âûáî-
ðîê îáå ÷àñòè ôóíêöèè (ïðîãðàììà âûäàåò èõ
ãðàôèêè êðàñíûì è çåëåíûì öâåòîì) íå ñòûêó-
þòñÿ è èìåþò èñêàæåííóþ ôîðìó. Ïîýòîìó
ôóíêöèÿ f() ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì èíñòðóìåíòîì
âèçóàëüíîãî êîíòðîëÿ êà÷åñòâà ñòàòèñòè÷åñêîé
îáðàáîòêè, êîòîðîå çàâèñèò êàê îò êà÷åñòâà ñà-
ìîãî èçîáðàæåíèÿ, òàê è îò ïðèãîäíîñòè âûá-
ðàííîãî âàðèàíòà àëãîðèòìà îáðàáîòêè äëÿ äàí-
íîãî êîíêðåòíîãî èçîáðàæåíèÿ. Êàê âèäíî íà
ðèñ. 5, â íàøåì ïðèìåðå ñïåêòðû 4-õ çàäàííûõ
âûáîðîê áëèçêè ïî ôîðìå, ïðàêòè÷åñêè ñîâïà-
äàþò â îáëàñòè ìàêñèìóìîâ f()1,75–1,90.

Ðèñ. 4. Ìóëüòèôðàêòàëüíûé ñïåêòð ôóíêöèè (Q)

Ðèñ. 5. Ñåðèÿ èç 4-õ ñïåêòðîâ ôóíêöèè f() äëÿ ôðàãìåí-

òîâ (âûáîðîê), ïîëó÷åííûõ ðàçäåëåíèåì èçîáðàæåíèÿ

(ðèñ. 1) íà 4 ÷àñòè ïî ñåðåäèíàì îñåé

Ãîðèçîíòàëüíûìè ëèíèÿìè íà ðèñóíêå îò-
ìå÷åí èíòåðâàë ìåæäó ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿìè
ñïåêòðà, èìåþùèé øèðèíó –1<Q<+1 (ðèñ. 3).
Îáå ÷àñòè ñïåêòðà f() ðàñøèðÿþòñÿ âíèç è âû-
õîäÿò çà ïðåäåëû ýòîãî èíòåðâàëà, ÷òî òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì íàëè÷èÿ ó îáúåêòà ìóëüòè-
ôðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ (ñîîáùåíèå íà ãðàôèêå:
Scaling=Multifractal). Ó íåôðàêòàëîâ ïðè îïòè-
ìàëüíîé âûáîðêå îáå ÷àñòè ñïåêòðà ðàñïîëàãà-
þòñÿ âíóòðè óêàçàííîãî èíòåðâàëà. Çíà÷åíèå
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ôóíêöèè f() â ìàêñèìóìå îïòèìàëüíîé âûáîð-
êè ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ a â òî÷êå Q=0. Íà
ðèñ. 5 îáå ÷àñòè ñïåêòðà f()<max è f()>max

ïëàâíî ñòûêóþòñÿ ïðè çíà÷åíèè max1,74. Ýòî
çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóåò ïèêó íà ðèñ. 3, ãäå ýòà
æå ôóíêöèÿ èçîáðàæåíà â äðóãèõ êîîðäèíàòàõ.
Âñå îáñóæäåííûå çäåñü ìóëüòèôðàêòàëüíûå ôóí-
êöèè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé è íåñóò îäíó è òó æå
èíôîðìàöèþ, òàê êàê îñíîâàíû íà îäíîì è òîì
æå ìíîæåñòâå ÷èñåë, à èõ ðàçíàÿ ãåîìåòðè÷åñ-
êàÿ ôîðìà è ñðàâíåíèå õàðàêòåðíûõ äëÿ êàæäîé
èç íèõ ïàðàìåòðîâ ïîçâîëÿþò êîíòðîëèðîâàòü
êà÷åñòâî ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà è óðîâåíü äî-
ñòîâåðíîñòè çàêëþ÷åíèé.

Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ìå-
òîäîì, îñíîâàííîì íà ïîäñ÷åòå êîëè÷åñòâà íå-
ïóñòûõ ÿ÷ååê â íàëîæåííûõ ñåòêàõ ñ óìåíüøà-
þùèìñÿ ïðè ìàñøòàáèðîâàíèè ðàçìåðîì ÿ÷åé-
êè .

Ñóùåñòâóåò è äðóãîé ñïîñîá ôðàêòàëüíîãî
àíàëèçà, îñíîâàííûé íà ïîäñ÷åòå êîëè÷åñòâà
ðàáî÷èõ ïèêñåëåé, ñîñòàâëÿþùèõ èçîáðàæåíèå,
â ÿ÷åéêàõ ìåíÿþùèõñÿ ñåòîê. Ìîæíî ñðàâíèòü
íåêîòîðûå äàííûå ðàñ÷åòîâ îáîèìè ñïîñîáàìè.

Ðàñ÷åò ïî ïåðâîìó ñïîñîáó äëÿ ÷åòûðåõ âà-
ðèàíòîâ èçîáðàæåíèÿ ýòîãî æå ïîðîøêà â ìàñ-
øòàáå 0,748 ïèêñåëü/ìêì äàåò çíà÷åíèÿ õàóñ-
äîðôîâîé ðàçìåðíîñòè â èíòåðâàëå 1,6633–
1,6644 ñ êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè r2=0,9889.
Ðàñ÷åò ïî âòîðîìó ñïîñîáó ïî íàêëîíó ãðàôèêà
çàâèñèìîñòè ln(n()) îò ëîãàðèôìà îòíîñèòåëü-
íîãî ðàçìåðà ÿ÷åéêè (ðèñ. 6) ïîêàçûâàåò ñðåä-
íåå çíà÷åíèå D=1,6956, äîñòàòî÷íî áëèçêîå è ê
íàéäåííîìó ðàíåå D(Q=0)1,74. Íà ðèñ. 6 âèäíî,
÷òî ôóíêöèÿ íàêëîíà ln(n()) èìååò íåêîòîðóþ
âûïóêëîñòü, ïîýòîìó çíà÷åíèå D çàâèñèò îò âû-
áîðà èíòåðâàëà, â êîòîðîì èçìåíÿåòñÿ ðàçìåð
ÿ÷åéêè (èíòåðâàë èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà èçîáðà-
æåíèÿ), ò.å. îò âûáîðà ó÷àñòêà íà ëèíèè íàêëî-
íà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íàãëÿäíî ïîêàçûâàåò, ÷òî
äëÿ ðåàëüíûõ ìóëüòèôðàêòàëüíûõ îáúåêòîâ çíà-
÷åíèå õàóñäîðôîâîé ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè,
âû÷èñëÿåìîå ïî ñòàòèñòè÷åñêèì àëãîðèòìàì,  íå
ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî îïðåäåëåííûì ÷èñëîì.

Âîñïðîèçâîäèìîñòü è òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ
ôðàêòàëüíîãî àíàëèçà çàâèñèò îò äâóõ ãðóïï
ôàêòîðîâ. Ïåðâàÿ ãðóïïà ñâÿçàíà ñ êà÷åñòâîì
îðèãèíàëüíîãî è îáðàáîòàííîãî èçîáðàæåíèÿ.
Íàïðèìåð, îðèãèíàë ìîæåò èçîáðàæàòü îäèí
êîíòóð ñëîæíîé ôîðìû èëè ìíîãî êîíòóðîâ (÷à-
ñòèö), è äëÿ ðàçíûõ òèïîâ áóäóò îïòèìàëüíûìè
ðàçíûå òèïû àëãîðèòìîâ ñòàòèñòè÷åñêîé îáðà-
áîòêè. Îðèãèíàë ìîæåò áûòü öâåòíûì è èìåòü
íåîäíîðîäíûé ôîí, èëè ýëåìåíòû ñ ðàçíîé ðåç-

êîñòüþ ãðàíèö è ò.ä, ïîýòîìó îïòèìàëüíûìè
áóäóò òàêæå ðàçíûå àëãîðèòìû ïðåäâàðèòåëüíîé
ãðàôè÷åñêîé îáðàáîòêè. Îïòèìàëüíàÿ ñõåìà ãðà-
ôè÷åñêîé îáðàáîòêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêî-
òîðûé êîìïðîìèññ ìåæäó óñòðàíåíèåì ÿâíî
èñêàæàþùèõ öåëåâóþ èíôîðìàöèþ äåòàëåé â
îðèãèíàëå è íåêîòîðîé ïîòåðåé èíôîðìàöèè î
ôîðìå èçó÷àåìûõ ýëåìåíòîâ ïðè îáðàáîòêå îðè-
ãèíàëà ñïåöèàëüíûìè àëãîðèòìàìè ñ ðåãóëèðó-
åìûìè ïàðàìåòðàìè. Ðåçóëüòàòîì ýòîãî òðóäî-
åìêîãî ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ óíè-
ôèêàöèÿ ñõåìû ãðàôè÷åñêîé îáðàáîòêè, ãàðàí-
òèðóþùàÿ ïðèåìëåìóþ âîñïðîèçâîäèìîñòü ïðè
ìíîãîêðàòíûõ îïåðàöèÿõ íà îäíîòèïíûõ îáúåê-
òàõ.

Ðèñ. 6. Ðàñ÷åò õàóñäîðôîâîé ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè ïî

êîëè÷åñòâó ïèêñåëåé â ñåòêàõ ñ ìåíÿþùèìñÿ ðàçìåðîì

ÿ÷åéêè

Âòîðàÿ ãðóïïà ôàêòîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ
âîñïðîèçâîäèìîñòü è òî÷íîñòü îöåíîê, îáóñëîâ-
ëåíà ïðîèçâîëüíûì âûáîðîì àëãîðèòìà ñòàòè-
ñòè÷åñêîé îáðàáîòêè êîíå÷íîãî áèíàðíîãî 8-áèò-
íîãî èçîáðàæåíèÿ, êîòîðûé ïðåäîñòàâëÿåò ïðî-
ãðàììà FracLac. Âûáðàííûé àëãîðèòì ïðåäóñ-
ìàòðèâàåò ôîðìó è êîëè÷åñòâî âûáîðîê, ñïîñîá
íàõîæäåíèÿ èòîãîâûõ ïàðàìåòðîâ è ò.ä. Íà ãðà-
ôèêàõ (ðèñ. 3–6), ôîðìèðóåìûõ ïðîãðàììîé
FracLac ïî ðåçóëüòàòàì îòäåëüíûõ ðàñ÷åòîâ, çíà-
÷åíèÿ õàðàêòåðíûõ ïàðàìåòðîâ âûâåäåíû ïî çà-
äàííîìó ôîðìàòó ñ 4 çíàêàìè ïîñëå çàïÿòîé.
Îäíàêî ïðè âñåõ óñëîâèÿõ ôðàêòàëüíûé àíàëèç
îñíîâàí íà ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêå ÷èñëîâûõ
ìíîæåñòâ, ïîýòîìó òî÷íîñòü êîíå÷íîãî ðåçóëü-
òàòà çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà «îïûòîâ» ìàñøòàáè-
ðîâàíèÿ íàä âûáîðêàìè, êîëè÷åñòâà âûáîðîê è
èçîáðàæåíèé, è îïðåäåëÿåòñÿ îáû÷íûìè ñòàòè-
ñòè÷åñêèìè çàêîíàìè è ïàðàìåòðàìè.

Âûâîäû

1. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ôîòîãðàôèé âîñ-
ñòàíîâëåííîãî â âîäîðîäå ïðè 5800Ñ ïîðîøêà
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ãèäðîêñèäà æåëåçà, âûïîëíåííûé ñ ïîìîùüþ
ïðîãðàìì ImageJ è FracLac, äàåò îáîñíîâàííîå
çàêëþ÷åíèå î íàëè÷èè ó íåãî ôðàêòàëüíûõ
ñâîéñòâ ñàìîïîäîáèÿ. Ýòî óêàçûâàåò íà ñóùå-
ñòâîâàíèå ýëåìåíòîâ âîñïðîèçâåäåíèÿ ñòðóêòó-
ðû êðèñòàëëè÷åñêîé îñíîâû â ïðîöåññå îáðàçî-
âàíèÿ íîâûõ ôàç ïðè âûñîêîòåìïåðàòóðíîì âîñ-
ñòàíîâëåíèè ãèäðîêñèäà. Áàçîâàÿ ñòðóêòóðà â
îïðåäåëåííîé ìåðå ñîõðàíÿåòñÿ êàê ïðè îáðà-
çîâàíèè àãëîìåðàòîâ â ïðîöåññå ñèíòåçà, òàê è
ïðè èõ ìåõàíè÷åñêîì ðàçðóøåíèè. Îñíîâíûìè
êîëè÷åñòâåííûìè îöåíêàìè ôðàêòàëüíûõ è
ìóëüòèôðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ ïîðîøêà ÿâëÿþòñÿ
õàóñäîðôîâà ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü D(Q=0), è
îòíîñèòåëüíûé êîëè÷åñòâåííûé óðîâåíü ïðîÿâ-
ëåíèÿ ôðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ ñàìîïîäîáèÿ, âû-
ðàæàåìûé âåëè÷èíîé íàêëîíà ñïåêòðà D(Q),
dD(Q) / dQ  â ëèíåéíîé îáëàñòè âîêðóã òî÷êè
D(Q=0).

2. Ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ïî-
ðîøêà â ôîðìå ìóëüòèôðàêòàëüíûõ ñïåêòðîâ è
÷èñëîâûõ êîíñòàíò ìîãóò êîëåáàòüñÿ â çàâèñè-
ìîñòè îò âûáðàííîãî àëãîðèòìà ïðåäâàðèòåëü-
íîé îáðàáîòêè èçîáðàæåíèÿ. Äëÿ ìèíèìèçàöèè
âëèÿíèÿ îáðàáîòêè íåîáõîäèìî îáðàáàòûâàòü
ñåðèþ îäíîòèïíûõ èçîáðàæåíèé îáúåêòà ñ ìà-
ëîé êîíöåíòðàöèåé ÷àñòèö, à äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàç-
íûõ îáúåêòîâ èñïîëüçîâàòü åäèíûé ñòàíäàðòè-
çîâàííûé àëãîðèòì îáðàáîòêè.

3. Çàêëþ÷åíèå î íàëè÷èè ôðàêòàëüíûõ
ñâîéñòâ è êîëè÷åñòâåííûõ ïàðàìåòðàõ èõ óðîâ-
íÿ äåëàåòñÿ íà îñíîâàíèè ñòàòèñòè÷åñêîé îáðà-
áîòêè èçîáðàæåíèé ìíîæåñòâà ÷àñòèö. Òî÷íîñòü,
ñîãëàñîâàííîñòü ïî ðàçíûì êðèòåðèÿì è äîñòî-
âåðíîñòü îöåíîê â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíûìè
ñòàòèñòè÷åñêèìè çàêîíîìåðíîñòÿìè óâåëè÷èâà-
åòñÿ ïî ìåðå âîçðàñòàíèÿ êîëè÷åñòâà ÷àñòèö (è
êîëè÷åñòâà èçîáðàæåíèé) è íàáîðà ìåòîäîâ îá-
ðàáîòêè.
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ÌÓËÜÒÈÔÐÀÊÒÀËÜÍÈÉ ÀÍÀË²Ç ÏÎÐÎØÊ²Â
Ã²ÄÐÎÊÑÈÄ²Â ÇÀË²ÇÀ

Ì.Ä. Êîøåëü, Ì.Â. Êîñòèðÿ, Ñ.Â. Êîðïà÷

Ó ðîáîò³ íàäàíà òåõí³êà ñòàòèñòè÷íîãî àíàë³çó öèôðî-
âèõ çîáðàæåíü íà ïðèêëàä³ ïîðîøêó ã³äðîêñèäó çàë³çà, îòðèìà-
íîãî õ³ì³÷íèì îñàäæåííÿì ëóãîì ç ðîç÷èíó ñóëüôàòó çàë³çà ³
â³äíîâëåíîãî â àòìîñôåð³ âîäíþ ïðè 580°Ñ. Ïîðîøîê ïîäð³áíþ-
âàëè ðîçòèðàííÿì ì³æ ñòåêëàìè â ð³äêîìó ñåðåäîâèù³ ³ ôîòî-
ãðàôóâàëè ó ìàñøòàá³ 0,3-3,0 ï³êñåëü/ìêì. Ôîòîãðàô³¿ îáðîá-
ëÿëè ïðîãðàìîþ ImageJ, ñòàòèñòè÷íèé àíàë³ç çîáðàæåíü âè-
êîíóâàëè çà äîïîìîãîþ ïëàã³í³â FracLac. Ðîçðàõîâóâàëè ñòà-
òèñòè÷í³ ïàðàìåòðè ðîçïîä³ëó ÷àñòîê çà ä³àìåòðîì Ôåðåòà,
Õàóñäîðôîâó ôðàêòàëüíó ðîçì³ðí³ñòü, ìóëüòèôðàêòàëüí³ ñïåê-
òðè. Øëÿõîì àíàë³çó ñòàòèñòè÷íî äîñòîâ³ðíî âñòàíîâëåíî,
ùî ÷àñòêè ïîðîøêó ìàþòü ôðàêòàëüíó âëàñòèâ³ñòü ñàìîïî-
ä³áíîñò³, ùî âêàçóº íà ³ñíóâàííÿ ãåíåòè÷íîãî çâ’ÿçêó ì³æ àã-
ëîìåðàòàìè ð³çíèõ ðîçì³ð³â ³ ñòðóêòóðîþ îäèíè÷íèõ êðèñòàë³â.
Öåé çâ’ÿçîê ïðîÿâëÿºòüñÿ ÿê â óìîâàõ ñèíòåçó ïîðîøêó, òàê ³
ïðè ìåõàí³÷íîìó äèñïåðãóâàíí³ àãëîìåðàò³â. Ïî íàõèëó ìóëü-
òèôðàêòàëüíîãî ñïåêòðà óçàãàëüíåíèõ ôðàêòàëüíèõ ðîçì³ð-
íîñòåé D(Q) îö³íåíî ð³âåíü ïðîÿâëåííÿ âëàñòèâîñòåé ñàìîïî-
ä³áíîñò³. Ïîêàçàíî, ùî äðîáîâà Õàóñäîðôîâà ôðàêòàëüíà
ðîçì³ðí³ñòü D0=1,63...1,74>1 íå º äîêàçîì ³ñíóâàííÿ ôðàêòàëü-
íèõ âëàñòèâîñòåé ñàìîïîä³áíîñò³. Â³äçíà÷åíî, ùî òî÷í³ñòü ³
äîñòîâ³ðí³ñòü âèñíîâêó ïðî íàÿâí³ñòü âëàñòèâîñòåé ñàìîïî-
ä³áíîñò³ ³ ¿õ ð³âåíü çàëåæèòü â³ä òåõí³êè ïîïåðåäíüî¿ îáðîáêè
çîáðàæåíü, ¿õ ê³ëüêîñò³ ³ íàáîðó ìåòîä³â ñòàòèñòè÷íî¿ îáðîá-
êè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ã³äðîêñèä çàë³çà, êðèñòàë³çàö³ÿ,
ïîðîøîê, ôðàêòàëüíà ðîçì³ðí³ñòü, ìóëüòèôðàêòàëüí³
ñïåêòðè, ñòàòèñòè÷íèé àíàë³ç.
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MULTIFRACTAL ANALYSIS OF IRON HYDROXIDES
POWDERS

N.D. Kochel’ a, M.V. Kostyrya b, S.V. Korpach b

a Ukrainian State University of Chemical Technology, Dnipro,
Ukraine

b Institute of Transport Systems and Technologies of National
Academy of Sciences of Ukraine, Dnipro, Ukraine

A method of statistical fractal analysis of digital images is
presented, it is illustrated by giving an example of iron hydroxide
powder obtained via chemical precipitation with alkali from the
solution of iron sulfate and further reduced in hydrogen atmosphere
at 5800Ñ. The powder was milled by grinding between glasses in a
liquid medium and then photographed at a scale factor of 0.3–
3.0 pixel/m. The digital photographs were processed by means of
ImageJ software, the statistical analysis of the images was performed
using FracLac plugins. Statistical parameters of Feret’s diameters
particle distribution, Hausdorff fractal dimension and multifractal
spectra were calculated. From analysis of multifractal spectra, it was
statistically reliably established that the powder fractions have fractal
property of self-similarity which confirms existence of a genetic linkage
between agglomerates of different sizes and the structure of single
crystals. This relationship is manifested both under the conditions of
powder synthesis and during mechanical dispersion of agglomerates.
The level of manifestation of self-similarity properties was estimated
by the slope of the multifractal spectrum of generalized fractal
dimensions D(Q). It was shown that the fractional Hausdorff fractal
dimension (D0) of 1.63...1.74>1 is not a proof of existence of fractal
self-similarity properties. It was noted that the accuracy and reliability
of the conclusion about the presence of self-similarity properties and
their level depend on the technique of preliminary processing of
images, their number and the types of statistical processing.

Keywords: iron hydroxide; crystallization; powder; fractal
dimension; multifractal spectra; statistical analysis.
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